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Auxiliary equation 2 5 6 0   2  or  3          
Complementary function 2 3x x

cy Ae Be     where A and B are arbitrary constants.
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Auxiliary equation 2 7 12 0 3 or 4        
Complementary function 3 4x x

cy Ae Be   Where A,B are arbitrary constants.
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General solution is
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3.3
Given that

3

2 3

2 2
2 2 3

2 2

2 2
3 2

2 2

3

6 3 3

6 6

Z x y

dz dy
x y x

dx dx

d z dy dy d y
xy x x x

dx dx dx dx

d z d y dy
x x xy

dx dx dx



 

   

  

 

 

 

 

2
3 2 2 4

2

2
3 2 3 4

2

2
4 4

2

3 4

4
3 3

6 2 2 3 20

6 6 4 20

4 20   2 2

2 2

1 1
2 2

x

x

x x

x

x

d y dy
x x x x y e

dx dx

d y dy
x x xy x y e

dx dx

d z
Z e Z ACos x BSin x e

dx

x y ACos x BSin x e

y ACos x BSin x e
x x

   

 
    

 

     

   

   

4.

4.1

   
0

( ) ( ) ( )   for  is defined as the Laplace Trasformation of : 0,sxL f x F S e f x dx s f


      

4.1.1

2

0   if 0 2
( )

3   if 2

x
f x

x x

 
  

 
2

2 2

0 0 2 2

( ) ( ) 0 3 3sx sx sx sxL f x f x e dx e dx x e dx x e dx
  

         



8

 

2 2
2 2

2 3 2 3
2

2
2 2

2 3 3

1 1 1 4 2.2 2
3 2 2

4 4 2 2
2 2 1

s s
sx sx sx s

s
s

e e
x e xe e e

s s s s s s

e
e s s

s s s s

  
   




            
       

 

4.1.2

 

   

3

0 0 0

1
( ) 3 3

4

1 3 1
( ) 3 3 3

4 4 4
sx sx sx

f x Sin x Sinx Sin x

L f x Sinx Sin x e dx Sinxe dx Sin xe dx
  

  

  

     

     
3

2
2 2

3 1
( ) 3 3

4 1 4 9

x sxe e
L f x sSinx Cosx sSin x Cos x

s s

    
            

     2 2

0

3
( ) 3

4( 1) 4( 9)

sx sxe e
L f x sSinx Cosx sSinx Cosx

s s

  
      

  2 2 2 2

3 3 1 3
( )

4( 1) 4( 9) 4 9 1

Cosx Cosx
L f x

s s s s

          

4.2

 

 
0

( 9)

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( 9)

sx

ax sx ax s

L f x F s e f x dx

L e f x e e f x dx e f x dx F s




 
  

 

   



 

(1)

 

2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 3 2( 2) 1 2( 2) 1
( )

4 13 ( 2) 3 ( 2) 3 ( 2) 3

3 3
( 3 )   then  3

3 ( 2) 3
x

s s s
F s

s s s s s

L Sin x L e Sin x
s s



   
   

       

 
  

 2
2 2 2 2

2
( 3 )   then  3

3 ( 2) 3
xs s

L Cos x L e Cos x
s s

 
 

  



9

1 2
2 2

1 2
2 2

3
3

( 2) 3

2
3

( 2) 3

x

x

L e Sin x
s

s
L e Cos x

s

 

 

 
    

 
   

1 1
2 2 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 2

2 3 2( 2) 1

4 13 ( 2) 3 ( 2) 3

2 1 3 1
2 2 3 3

( 2) 3 3 ( 2) 3 3
x x

s s
L L

s s s s

s
L L e Cos x e Sin x

s s

 

   

               
   

            

2

2

2

2

2 2

4
( )

( 1)( 2)

4

1 1 2

4 ( 2) ( )( 1)

s
F s

s s

s A Bs c

s s s

s A s Bs C s




 

 
 

  
     

5
1    3A=5

3
5 2

1   1
3 3

10 2
4 2  4

3 3

s A

A B B

A C C

   


     

     

2

2 2

2 2

2
1 1 1 1

2 2 2 2 2

4 5 1 ( 2 2)

( 2)( 1) 3 ( 1) 2

5 1 1
2 2

3 1 2 2

4 5 1 2 2
2

( 1)( 4) 3 1 ( 2) 2 ( 2)

5 2 2
2 2

3 3 3
x

S S

S S S S

S

S S S

S S
L L L L

S S S S S

e Cos x Sin x

   



  
 

   

  
  

          

  
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5.

  ( )

0 0

n x n x sx n s xL x e x e e dx x e dx  
 

      

( ) 1 ( ) 2 ( )
2 3

2 ( ) ( )
4 1

0

1 1 1
( 1)

( ) ( ) ( )

1 ( 1)( 2)...2 !
( 1)( 2) ...

( ) ( ) ( )

n s x n s x n s x

n s x s x
n n

x e nx e n n x e
s s s

n n n n
n n n x e e

s s s

  

 

  

  


       

    


       
         

lim ( )

1

 0

!

( )

n s

n

x x e x n

n

S





  



   






5.1
2

4 3
2

0

6 9   (0) 2 6x

x

d y dy dy
y x e y

dx dx dx 

      
 

Taking the Laplace transformation

   
 

2 ' 4 3

2
4 1

( ) (0) (0) 6 ( ) (0) ( )

4!
( ) 6 9 2 6 12

( 3)

xS Y s Sy y SY S y aY S L x e

Y s S S S
S 

     

     


 
 

 2

5

4!
3 ( ) 2 3

3
S Y S S

S
   



7

4! 2
( )

( 3) ( 3)
Y S

S S
 

 
Taking inverse laplace transformation

 

 

1
7

1 1
7

1 1
6 1

6 3 3

3 6

4! 2
( )

( 3) ( 3)

4! 1
2

( 3) ( 3)

1 6! 1
2

5 6 ( 3)3

1
2

30
1

( ) 60
30

x x

x

y s L
S S

L L
S S

L L
SS

x e e

y s e x



 

 


 
    

 
     

 
      

 

 
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(0) 1  (0) 0

6 3 8

2 4

t

t

x y

dx
x y e

dt
dy

x y e
dt

  

  

  

Let ( ( ))      ( ( ))L y t y L x t x 

Taking the Laplace transformation
1

(0) 6 3 8
1

SX x X Y
S

   


9
( 6) 3 1 ................(1)

1 1

s S
S X Y

S S

 
    

 
1

(0) 2 4
1

SY y X Y
S

   


  4
1 2 ...............(2)

1
S Y X

S
  



From (1)
  

3 9
.............( )

6 1 6

S
X Y A

S S S

 
 

  

From (2)
 1 2

.............( )
2 1

S
Y X B

S


 



(A)+(B)
    

1 3 9 2

2 6 1 6 1

S S
Y

S S S S

          

 
    

2 7 12 9 2 12

2 6 1 6

S S Y S S

S S S

     


  

  
    

2 3 6

1 6 3 4

S S
Y

S S S S

 


   

      
2 2 / 3 2 / 3

1 4 1 4
Y

S S S S


  

   
Taking inverse Laplace transformation

 1 1 4 42 1 2 1 2 2 2
( )

3 1 3 4 3 3 3
t t t ty t L L e e e e

S S
                 
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 
 

6(1) 9
 .................( )

3 3 3 1

S X S
Y

S


  
 



   2

(2) 2 4
  ...............( )

1 1 1
y X

S S S
 

  

2

6 2 9 4
( ) ( )

3 1 3( 1) ( 1)

S S
X

S S S
            

 2 2

2

7 12 9 9 12

3( 1) 3( 1)

S S X S S S

S S

      


 

 2 10 21 ( 7)( 3) 7

( 1)( 4)( 3) ( 1)( 9)( 3) ( 1)( 4)

S S S S S
X

S S S S S S S S

      
  

       
7

( 1)( 4) ( 1) ( 4)

2

1

S A B

S S S S

A

B


 

   

 


2 1

1 4
X

S S


 

 

Taking inverse laplace transformation

1 1 4

4

1 1
( ) 2 2

1 4

( ) 2

t t

t t

x t L L e e
S S

x t e e

                
 


